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КОМПЛЕКТ ПОДПРОГРАММ ДЛЯ ВЫЧИСЛЕНИЯ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ
ОТ КОМПЛЕКСНОГО ИНДЕКСА И КОМПЛЕКСНОГО АРГУМЕНТА
С СОХРАНЕНИЕМ ЗНАЧЕНИЙ, ВЫХОДЯЩИХ ЗА РАЗРЯДНУЮ СЕТКУ ЗВМ


1. Использование комплекта подпрограмм

Назначение
Комплект подпрограмм вычисляет функции Бесселя





от комплексных индексов  и  и комплексного аргумента . Через H1 и H2 обозначены функции Ханкеля первого и второго рода соответственно.

Состав комплекта
Комплект состоит из основной подпрограммы BESC, выдающей все перечисленные функции, и подпрограмм BESJ, BESI, BESK, вычисляющих функции J, I, K соответственно, к которым можно обращаться, если необходимо вычислить только одну из этих функций, а также подпрограмм JBSC, KBSC, KI, в которых реализованы  основные  методы вычисления (см. п.2). Однако пользоваться последними тремя подпрограммами независимо недопустимо, т.к. они работают не во всех областях изменения индекса и аргумента, в ряде областей дают недостаточную точность и не выдают сведений о погрешности вычисления. Поэтому обращения к ним не приводятся. Кроме того, в комплект входят вспомогательные подпрограммы TEXP, GAMMA, MS, GRRAD8, необходимые для работы перечисленных подпрограмм, и подпрограмма RADGR11, используемая при печатях (см. ниже). Ими можно пользоваться вне комплекта.

Обращения
   CALL BESC (NU, Z, J, JP, J1, J1P, Y, YP, Y1, Y1P, 
                                       I, IP, I1, I1P, K, KP, K1, K1P, 
                                       H1, H1P, H11, H11P,
                                       H2, H2P, H21, H21P, EJ, EY, EI, EK, EH, E);
   CALL BESJ (NU, Z, J, J1, JP, JP1, ERJ, EJZ, ERK, EKZ, ERR);
   CALL BESI (NU, Z, I, IP, I1, I1P, ERI, EIZ, ERK, EKZ, ERR);
   CALL BESK (NU, Z, K, KP, K1, K1P, ERK, EKZ, BRI, EIZ, ERR);

Описание параметров
Входные параметры:

NU CPLX (16) - индекс функций Бесселя,
 Z CPLX (16) - аргумент функций Бесселя.

Выходные параметры:

(J, J1, Y, Y1, I, I1, K, K1, H1, H11, H2, H21) CPLX (16) - "мантиссы" функций Бесселя соответственно,





(JP, J1P, YP, Y1P, IP, I1P, KP, K1P, H1P, H11P, H2P, H21P)  FLOAT (16) - "порядки" функций Бесселя соответственно. Термины "мантисса" и "порядок" объяснены ниже. Идентификаторы J, Y, I, K, обозначают соответствующие функции для индекса , идентификаторы J1, Y1, I1, K1 - функции для индекса . Идентификаторы H1, H2 обозначают функции Ханкеля первого и второго рода, соответствующие индексу , а H11 и H21 - функции первого и второго рода, соответствующие индексу .



[bookmark: _GoBack](EJ, EY, EI, EK, EH) FLOAT (16) - относительные погрешности вычисления функций J, Y, I, K, H, общие для индексов ,  и функций H1, H2.

E FLOAT (16) - максимум всех перечисленных погрешностей.

Следовательно, если погрешность E устраивает пользователя, то перечисленные выше погрешности можно не проверять.

(ERF, EFZ, BRF) FLOAT (16) - (здесь под F понимается любая из функций J, I, K) - оценка методов, используемых в подпрограммах BESJ, BESI, BESK.
Оценка ERF связана с устойчивостью рекуррентных соотношений, EFZ - с пропаданием знаков в двучленных формулах, BRF - с точностью вычисления функций I, I1.
Подпрограмма BESJ в некоторой области использует подпрограмму BESK, подпрограмма BESI работает на основе BESJ, а подпрограмма BESK в некоторых областях использует BESI. Этим объясняется вхождение, например, оценок ERK, EKZ в обращение к программе BESJ и т.п. Сопоставление этих оценок и учет областей, в которые попадают входные параметры, используются для вычисления погрешностей EJ, EY, EI, EK, EH, выдаваемых подпрограммой BESC.
Кроме того, в BESC изыскиваются некоторые возможности существенного повышения точности результатов, поэтому надежнее пользоваться подпрограммой BESC, хотя она, используя все подпрограммы BESJ, BESI, BESK, естественно, работает дольше, чем каждая из них в отдельности.


ERR FIXED - принимает значение 0, если подпрограмма BESJ, участвующая в вычислении, выдает результат, 1- если входные параметры оказываются такими, при которых функция J не определена хотя бы для одного из индексов ,  и значение 7, если подпрограмма BESJ не использовалась в вычислении.

Погрешность вычисления
   Относительные погрешности вычисления EJ, EY, EI, EK, EH имеют порядок 1E-12, 1E-11, но в некоторых случаях для функций J и I погрешности EJ и EI могут быть больше. Как правило, выдаваемые оценки являются завышенными, т.е. истинные погрешности обычно меньше на один и даже два порядка. Более подробно вопрос об оценках вычисления будет рассмотрен ниже (см. раздел 3).

Пояснения к обозначениям. "Мантиссы" и "порядки"



Одновременное вычисление функций Бесселя от индексов  и  требует очень малой дополнительной затраты времени, но позволяет пользователю при однократном обращении к подпрограммам применять рекуррентные соотношения и вычислять производные по Z от функций индекса .
Как известно, абсолютные величины Бесселевых функций могут быть очень большими и очень малыми, выходящими за пределы числовой сетки ЭВМ при очень небольших значениях модулей параметров. Поэтому, чтобы сохранить значения

функций, вычисления производятся в «нормализованном" виде, а в качестве результатов выдаются "мантиссы» Q и "порядки» P, где P есть целое число, а комплексная "мантисса" Q удовлетворяет условиям . B промежуточных вычислениях эти условия могут не выполняться.
Истинные значения функций выражаются в виде F=Q*(10**P). Приняты обозначения

F (NU, Z) ~ F, FP
F (NU+1, Z) ~ F1, F1P




где F, F1 - "мантиссы" функций F (NU, Z), F (NU+1, Z), соответственно, а FP, F1P - их "порядки". (В дальнейшем кавычки в словах «мантисса» и «порядок» будут опускаться.) Здесь под F понимается любая из функций J, Y, I, K. Функции Ханкеля H1(NU,Z), H1(NU+1,Z), H2(NU,Z), H2(NU+1,Z ) обозначаются с двумя индексами: первый относится к роду функции, второй к значению индекса  или . Так, например, H21 обозначает функцию Ханкеля второго рода для индекса .
Заметим, что целые порядки описываются как величины с плавающей точкой. Это связано с удобствами вычисления и печати, так как значения порядков могут быть очень большими положительными или отрицательными числами при довольно умеренных значениях параметров NU и Z.

Области изменения задаваемых параметров
Модули индекса NU и аргумента Z практически не ограничены, но при очень больших и близких модулях значительно увеличивается время вычисления.
Аргумент ARG(NU) может быть любым, а аргумент ARG(Z) может произвольно изменяться в области

- РI < ARG(Z) < PI,

так как на отрицательной действительной оси в комплексной плоскости Z функции Бесселя терпят скачок.
Фактически программы работают при любых значениях ARG(Z), но из-за приближенного представления чисел в ЭВМ результаты вычисления для ARG(Z)=PI получатся различными в зависимости от того, окажется ли ARG(Z) расположенным выше или ниже отрицательной действительной оси хотя бы на одну единицу последнего знака. Во всех подпрограммах комплекта принято

            PI=3.141592653589793E0,

причем это значение отнесено к верхней полуплоскости. Так, если производится вычисление в цикле для ARG(Z), изменяющегося от некоторого начального значения c заданным шагом до конечного значения ARG(Z)=PI, то результат в конечной точке может оказаться другим, когда изменяется шаг цикла, если из-за ошибок округления при одном шаге конечное значение ARG(Z) окажется меньше принятого значения PI, а при другом больше.

Вспомогательные подпрограммы
Подпрограмма TEXP вычисляет экспоненту от комплексного числа, сохраняя значения результатов, выходящих за пределы числовой сетки ЭВМ.
Обращение
   CALL TEXP (Z, P, E)
Описание параметров
Входной параметр:
   Z CPLX (16) -аргумент экспоненты.
   Выходные параметры:
   P FLOAT (16) - порядок вычисленного значения экспоненты,
   E CPLX (16) - мантисса вычисленного значения экспоненты.

Подпрограмма GAMMA вычисляет функцию Г(Z) от комплексного аргумента Z с сохранением значений результатов, выходящих за пределы числовой сетки ЭВМ.
   Обращение
   CALL GAMMA (Z, MG, DG);
   Описание параметров
   Входной параметр:
   Z CPLX (16) - аргумент функции Г(Z).
   Выходные параметры:
   MG CPLX (16) - мантисса вычисленного значения Г(Z),
   DG FLOAT (16) - порядок вычисленного значения Г(Z).
   Ограничение: Подпрограмма не работает при ABS(Z)>1E8.
   Кроме того, при Z=-N, N=0, 1, 2,... функция Г(Z) имеет полюса. Во всех этих случаях программа выдает MG=7E0+7E0I, DG=7E70.

Подпрограмма MS приводит комплексное число, заданное в виде мантиссы и порядка, к нормализованному виду, при котором для мантиссы R выполняется условие 1 <= ABS(R) < 10.
   Обращение
   CALL MS (R, P);
   Описание параметров
   Входные параметры:
   R CPLX (16) - мантисса заданного числа,
   P FLOAT (16) - порядок заданного числа.
   Выходные параметры:
   R CPLX (16), 1 <= ABS(R) <10, - мантисса результата,
   P FLOAT (16)         - порядок результата.

Подпрограмма RADGR11 переводит радианную меру угла в градусную, причем заданный в радианах угол F приводится к интервалу 0 <= F < 360 (в градусах). Результат выдается в виде строки CHAR (11). 
Позиции 1, 2, 3 занимают градусы, 
позицию 4 - символ "солнышко", заменяющий знак градусов, 
позиции 5 и 6 - минуты, 
позицию 7 - апостроф, 
позиции 8, 9 - секунды, 
позиции 10, 11 - два апострофа. Погрешность результата не превосходит 1", если погрешность угла в радианах не превосходит 0.0001.
   Обращение
   CALL RADGR11 (F);
   Описание параметров
   Входной параметр:
   F FLOAT (16) - угол, заданный в радианах.
   Выходной параметр:
   FF CHAR (11) - угол, вычисленный в градусах (см. выше).

Подпрограмма GRRAD8 переводит градусную меру угла в радианную.    Заданный в градусном виде угол FF должен быть записан в виде строки CHAR (8). 
Первую позицию в ней занимает знак угла, 
позиции 2, 3, 4 занимают градусы, 
позиции 5, 6 - минуты, 
позиции 7, 8 - секунды, причем знак числа и незначащие нули должны быть выписаны обязательно.
   Обращение
   CALL GRRAD8 (FF) RETURNS(F);
   Описание параметров
   Входной параметр:
   FF CHAR (11) - заданный угол в градусах (см. выше),
   Выходной параметр:
   F FLOAT (16) - вычисленный угол в радианах.

Тесты
Для контроля правильности работы комплекта подпрограмм в него включены тестовые программы TESTV и TESTZ (PL-процедуры с атрибутом MAIN) и результаты вычисления по ним.
Параметры NU и Z выбраны так, чтобы охватить наиболее трудные для вычисления области. Это, прежде всего, достаточно большие и близкие между собой значения модулей NU и Z и, затем, параметры, близкие к действительной и мнимой осям в комплексных плоскостях V и Z.
Комплексные параметры NU и Z задаются для программ TESTV и TESTZ в виде модулей и аргументов, причем принято ABS(NU)=50.1, ABS(Z)=50.
Программа TESTV выдает результаты для аргумента ARG(Z), принимающего значения ARG(Z)=0, 90, 180, 270 градусов, причем для каждого из этих значений ARG(Z) угол ARG(NU) изменяется вокруг всех полуосей в плоскости NU с шагом 1 градус, а вокруг полуоси ARG(Z)=180 градусов также и с шагом 10’.     Исходные данные для этих параметров находятся в файле DETV1. Кроме того, программа TESTV выдает результаты для углов ARG(NU) и ARG(Z), изменяющихся в пределах 0 (30) 330 градусов (файл исходных данных DETV2).
Программа TESTZ выдает результаты для аргумента ARG(NU), принимающего значения ARG(NU)=0, 90, 180, 270 градусов, причем для каждого из этих значений ARG(NU) угол ARG(Z) изменяется вокруг всех полуосей в плоскости Z с шагом 1 градус, а вокруг полуоси ARG(NU)=180 градусов также с шагом 10’.
Исходные данные для этих параметров находятся в файле DETZ. Таким образом, программа TESTV позволяет проследить ход функций вокруг полуосей в плоскости Z, в частности, вокруг разреза ARG(Z)=180 градусов, где происходит скачек функций, для чего и даны дополнительно результаты с более мелким шагом, а программа TESTZ - вокруг полуосей в плоскости NU, где    ход функций непрерывен.
Для каждой пары параметров NU, Z подпрограммы TESTV и TESTZ выдают все функции Бесселя J, Y, H1, H2, I, K в указанном порядке для индексов NU и NU+1. Модули функций представляются в виде мантисс и порядков, а их аргументы в градусах. Результаты вычисления расположены в файлах PFV1, PFV2, PFZ, где обозначено

MG=ABS(G), MG1=ABS(G1),
FG=ARG(G), FG1=ARG(G1),

а под G понимается любая из перечисленных выше функций. Входные и выходные углы в тестовых программах для наглядности представляются в градусной мере. Однако, при обращении в подпрограммы комплекта параметры должны быть заданы в алгебраической форме, в которой производятся вычисления и выдаются результаты.
Для преобразования градусной меры угла в радианную и обратно используются подпрограммы GRRAD8 и RADGR11, описанные выше. Задание параметров другим способом, например, непосредственно в радианах, может привести к значительным расхождениям с "эталонными" результатами тестирования, а вблизи ARG(Z)=180 градусов и к совсем другим результатам (см. выше), и поэтому для работы с тестами не рекомендуется.

2. Методы вычисления
 Основные вычисления производятся в подпрограммах KBSC, KI, JBSC, к которым, как указывалось в предыдущем разделе, обращаться непосредственно недопустимо, так как они работают не везде, а ограничение областей применимости и оценка погрешности в них не содержится. В дальнейшем тексте ссылки на формулы даются по справочнику [5], причем сохранена принятая в нем нумерация.





Подпрограмма KBSC вычисляет функции  и по алгоритму Tемме [1], изложенному в работе М.К. Керимова и С.Л. Скороходова [2]. В этом алгоритме использованы степенной (9.6.2), (9.6.10) и асимптотический (9.7.2) ряды, формула (10.2.17) для  и метод Миллера, усовершенствованный Олвером [3], [4]. Следуя работе [2], будем называть его методом Миллера-Олвера (сокращенно М.-О.). Предварительно индекс  приводится к интервалу (см. ниже) .
Для вычисления коэффициентов степенного ряда, полученного из формул (9.6.2) и (9.6.10), Темме предложил рекуррентные соотношения, такие, что пропадание знаков, возникающее в различных случаях, снимается. В работе [2] также доработан для экономного программирования метод М.-О. Заметим, что блок, осуществляющий этот метод, был перенесен в подпрограмму KBSC из программы г. Скороходова, любезно им предоставленной, почти без изменений, пришлось внести в него лишь масштабирование снизу.











В подпрограмме KI используется формула (9.6.2) в непреобразованном виде. Она дает хорошие результаты в значительной угловой окрестности положительной и отрицательной мнимых полуосей (но не на самой оси) плоскости  при достаточно большом модуле  (область «сигма»).  Вне этой области формула (9.6.2) непригодна из-за возникновения неопределенности. Функции , , входящие в эту формулу, вычисляются в подпрограмме BESI, где с помощью соотношения (9.6.3) вычисление  приводится к вычислению , причем аргумент  получается из  поворотом на 90 градусов таким  образом, что разрез по отрицательной действительной оси плоскости  не пересекается. Для вычисления функции  подпрограмма BESI обращается к подпрограмме BESJ. Заметим, что подпрограммой BESI можно пользоваться независимо, обращение к ней приведено в разделе 1. Выбор между подпрограммами KBSС и KI, предварительную подготовку входных параметров , а также окончательную обработку результатов, выданных одной из этих подпрограмм, производит подпрограмма BESK.

Для подготовки индекса  выполняются следующие преобразования:







1.  Для  выполняется условие  Если для исходного значения индекса  это условие не выполнялось и было положено , то, согласно формуле  (9.6.6), для возвращения к индексу  следует положить 











2.  где  есть максимальное целое положительное число, не превосходящее   Тогда для  выполняется неравенство . Заметим, что индекс  уже не может быть целым числом, что важно при вычислении степенного ряда по методу Темме, так как там приходится вычислять , а функция  в нуле и при целом отрицательном аргументе имеет полюсы. Кроме того, это преобразование выгодно для вычисления по асимптотическому ряду (9.7.2). Для возвращения к значению индекса  используется рекуррентное соотношение (9.6.26) от малых индексов к большим («прямая рекурсия»). По ходу рекурсии проверяется ее устойчивость, и если она нарушается, применяется обратная рекурсия (от больших индексов к малым), которая в этом случае, как правило, оказывается устойчивой (о рекурсиях см. раздел 3). При выполнении условия для вычисления функций K, K1 по степенному ряду  и, при условии, что  не близко к целому числу, преобразование 2 не производится, так как уменьшение индекса ухудшает сходимость степенного ряда.



3. Если индекс  лежит очень близко к мнимой оси, то вычисление, как правило, дает неверный результат. В этом случае достаточно отодвинуть индекс от оси на единицу, а в некоторых случаях предварительно сменить его знак. Возврат к предыдущему значению индекса осуществляется одним или двумя шагами обратной рекурсии и, во втором случае, перестановкой  и  между собой.
4. Проверяется принадлежность подготовленного индекса к области «сигма», где вычисление выгодно вести по подпрограмме KI, и вырабатывается соответствующий признак. Заметим, что область «сигма» определена экспериментально и в некоторых случаях вычисление для индекса, принадлежащего этой области, не дает достаточной точности из-за пропадания знаков в результатах. Поэтому подпрограмма KI выдает оценку пропадания знаков, позволяющую решить вопрос о ее пригодности.
Подготовка аргумента.



1. Так как при  имеет место точка ветвления функции , т.е. в ней функция не определена, то при   вычисление не производится и происходит выход из подпрограммы с значениями K, K1=7E0+7E0i, KP, KP1=7E70.


2. Если аргумент  расположен в правой полуплоскости, включая положительную мнимую полуось и исключая отрицательную мнимую полуось, то вычисление производится для самого этого аргумента  и преобразованного, как указано выше, индекса. Схема вычисления здесь и далее такова:
	Если индекс расположен в области «сигма», то работает подпрограмма KI.
Если в подпрограмме KI потеряно более двух знаков, то происходит пересчет по подпрограмме KBSС, которая в этом случае дает, как правило, хорошую точность.
Если индекс не принадлежит области «сигма», то работает подпрограмма KBSC.






3. Если аргумент  расположен в левой полуплоскости, исключая положительную мнимую полуось и включая отрицательную мнимую полуось, то вычисление производится по формуле аналитического продолжения (9.6.31). При этом, если аргумент Z расположен во второй четверти, то выбирается , и аргумент функций K и I попадает в четвертую четверть, а если аргумент  расположен в третьей четверти, то , и аргумент функций K и I расположен в первой четверти. Вычисление по указанной выше схеме производится для   преобразованного индекса  и аргумента  и, затем, для тех же параметров вычисляется функция I по подпрограмме BESI.
В двучленной формуле аналитического продолжения (9.6.31) могут пропадать знаки. Если пропало более двух знаков, то производится пересчет функций K и K1 непосредственно по подпрограмме KBSC, которая в случае пропадания знаков в формуле (9.6.31) обычно дает хороший результат.
Способы приведения результатов, полученных для преобразованного индекса, к результатам для исходного его значения указаны выше при рассмотрении преобразований индекса.


Вычисление функций  и  выполняется программой JBSC (методы вычисления) и подпрограммой BESJ, преобразующей параметры перед обращением к JBSC. В некоторой области (область «омега») используется также подпрограмма BESK.





1. Если индекс  есть отрицательное целое число , то подпрограмма BESJ преобразуется его по формуле  и обращение к подпрограмме JBSC происходит с параметрами , после чего результаты для исходного индекса получаются сменой местами результатов для  и изменением знака у одной из функций согласно формуле (9.1.5) (см. также аналогичное преобразование индекса для функций К, К1).


2. Область «омега» определяется условием  и , причем точка -1 в эту область не входит, как следует из первого неравенства.




В области «омега» вычисление по подпрограмме JBSC дает плохой результат. Поэтому счет ведется для индекса , , расположенного в правой полуплоскости в небольшой угловой окрестности положительной полуоси плоскости . Вычисление производится по формулам, которые получаются, если выразить функцию  из соотношения (9.6.2), а затем перейти к функции J по формулам (9.6.3).





В формулы входят функции  и , где  получается поворотом аргумента  на 270 градусов против часовой стрелки, если  расположен в третьей четверти,    исключая отрицательную действительную полуось и включая отрицательную мнимую полуось, или на 90 градусов по часовой стрелке в противоположном случае.


Для вычисления  обращение происходит к подпрограмме JBSC, а для вычисления  - к подпрограмме BESK.


3. Если индекс  не есть целое отрицательное число и не принадлежит области «омега», то счет идет по подпрограмме JBSC с заданными параметрами .


Методы вычисления функций  и  реализованы в подпрограмме JBSC.

При  одна из функций J, J1 или обе могут обращаться в бесконечность или быть неопределенными. Поэтому введен параметр ERR, равный нулю, если обе функции определены и не обращаются в бесконечность и равный единице, если хотя бы одна из функций не определена или обращается в бесконечность. Для функции, обращающейся в бесконечность или значение которой не определено, в качестве мантиссы выдается число 7+7i, а в качестве порядка число 7Е70, если она бесконечна, и число 7Е0, если она не определена.





Если , то производится изменение знака аргумента . Возврат к исходному его значению осуществляется по формуле аналитического продолжения (9.1.35), где при  выбирается значение , а в противоположном случае .
Далее вычисление производится по асимптотическому (9.2.5), (9.2.9), (9.2.10) или степенному (9.1.10) рядам.







Вычисление по асимптотическому ряду считается допустимым, если выполняется условие  и ( или ( и )), где , а  есть ближайшее целое к .

Для возвращения к заданному значению  применяется рекуррентное соотношение (9.1.27) от малых индексов к большим (прямая рекурсия), по ходу которой проверяется ее устойчивость. Если потеряно более двух знаков, то выполняется обратная рекурсия (от больших индексов к малым) и вычисляется относительная погрешность полученного результата сравнением запомненного значения после нескольких убываний в прямой рекурсии с результатом, полученным по обратной рекурсии.



Если условие для вычисления по асимптотическому ряду не выполняется, то индекс  преобразуется к виду , где целое число  вычисляется по формулам ([2]):


 а 



При таком выборе  для параметров  вычисление по степенному ряду допустимо. Возврат к заданному индексу  осуществляется по обратной рекурсии, причем отслеживается ее устойчивость, и, если она нарушается, определяется число потерянных знаков.


Результаты для всех функций, перечисленных в начале раздела 1, выдает подпрограмма BESC. Для вычисления функций J, J1, I, I1, K, K1 она обращается к подпрограммам    BESJ, BESI, BESK соответственно с заданными индексом  и аргументом .









Функции Н1 и Н2 связаны с функцией К формулами (9.6.4), причем  выражается через  в области , a  - через  в области   Аргументы  и  получаются поворотом  на 90 градусов по часовой стрелке или против нее соответственно и в обоих случаях расположены в правой полуплоскости.
Функции Н2 в первом случае и Н1 во втором, а также функция Y получаются теперь из формул (9.1.3) и (9.1.4).

Поскольку последние две формулы являются двучленными, в них могут пропадать знаки. Однако, если аргумент  расположен в правой полуплоскости, то можно воспользоваться тем обстоятельством, что он попадает в обе указанные выше области для вычисления Н1 и Н2 через К. Тогда обе функции Н1 и Н2 получаются по соответствующим одночленным формулам, а J и Y вычисляются снова по формулам (9.1.3) и (9.1.4), но через другие слагаемые. Результаты сравниваются с полученными ранее и выбираются те из них, в которых погрешность вычисления оказалась меньше.
Далее в подпрограмме BESC вычисляются относительные погрешности для функций J, Y, I, K, H и максимальная из них. Подробнее оценки погрешностей обсуждаются в разделе 3.


3. Контроль результатов и оценка погрешностей
Для контроля результатов они сравнивались со всеми доступными автору таблицами, однако, как известно, для комплексных индексов и аргументов таблиц крайне мало, и число знаков в них очень невелико.



Поэтому всюду, где возможно, особенно вблизи границ областей, сравнивались результаты, полученные по разным алгоритмам, проверялось сохранение непрерывности вычисленных функций при переходе через полуоси на плоскостях индекса  и аргумента , кроме разреза на плоскости , где происходил их закономерный скачок.


Заметим, что поведение функций при переходе через полуоси на плоскостях  и  отражено в приводимых тестах.

Кроме того, для контроля формулы аналитического продолжения применялись для функций Y и I, для которых вычисление в левой полуплоскости  производилось без применения этих формул, и, наконец, эти функции вычислялись в правой полуплоскости по формулам аналитического продолжения из левой полуплоскости в правую, исходя из результатов в левой полуплоскости, полученных через функции J и H.

Вычисление по формулам аналитического продолжения из правой полуплоскости  и обратно производились для двух случаев:


1. =5,1, =5,


2. =50,1, =50.

В каждом из этих случаев углы  принимали значения 0, 90, 180, 270 градусов, а углы ARG(Z) менялись от -180 до 180 градусов с интервалом в 30 градусов.



В том и другом случае при = 180 (или -180) градусов (разрез на плоскости Z) иногда не совпадали результаты для функции Y, а во втором случае при =180 градусов для некоторых значений  снижалась точность совпадения результатов до девяти значащих цифр для одной из функций Y или I (всегда только для одной из них).


Для всех остальных углов  и  в обоих случаях для функции Y расхождение результатов имело место только тогда и в той степени, в которой пропадали знаки в двучленной формуле аналитического продолжения для нее. Для функции I результаты практически совпадали.
Контролем полученных результатов служило, также, вычисление невязок вронскианов для функции J, Y, H, I, K (формулы (9.1.15), (9.1.16), (9.1.17), (9.6.14), (9.6.15)).
По поводу вронскианов следует сделать два замечания.






Во-первых, в любой из этих вронскианов либо входят две разные функции с индексами  и , либо одна функция, но с индексами ,  и , . Если невязка вронскиана оказывается неудовлетворительной, то из дополнительных оценок (в частности, оценки устойчивости рекурсий) выясняется, какая именно функция вычислена недостаточно точно.
Во-вторых, все функции Бесселя при определенных параметрах могут иметь очень большие порядки, в то время как правые части остаются небольшими. В таких случаях для выполнения равенства правой и левой частей слева должно сокращаться очень большое число знаков, что невозможно из-за ограниченности разрядной сетки ЭВМ. В этих случаях принималось, что невязка удовлетворяется с таким числом знаков, сколько их исчезает при суммировании в левой части.
При оценках погрешностей существенное значение имеет проверка устойчивости рекурсивного процесса.
Рекуррентные соотношения применяются в подпрограммах комплекта всякий раз, когда приходится преобразовать заданный индекс вычитанием или прибавлением некоторого целого числа. 
В первом случае для возвращения к исходному индексу применяется прямая рекурсия - от малых индексов к большим, во втором случае - обратная - от больших индексов к малым. При этом возникают две трудности: недостаточность числовой сетки ЭВМ и возможная неустойчивость рекурсии.









Первая трудность преодолевается масштабированием. На каждом шаге рекурсии проверяется, что вычисляемая функция  для данного очередного значения индекса находится в пределах , и если одно из этих неравенств нарушается, то мантиссы  функций для индексов  и  умножаются на , если , или на , если . Одновременно порядки уменьшаются или увеличиваются на соответствующее число единиц. В комплекте принято .
Неустойчивость рекурсии возникает, когда на ряде шагов происходит убывание очередного вычисляемого значения функции, так как оно происходит за счет потери передних знаков в двучленном выражении, по которому последовательно вычисляются элементы рекурсии. Число потерянных знаков определяется сравнением последнего неубывающего элемента с минимальным элементом рекурсии.
Если изначально применялась обратная рекурсия (вычисление J, J1 по степенному ряду), то потеря знаков в рекурсии учитывалась в дальнейшем при определении относительной погрешности вычисления.
Если неустойчивой оказывалась прямая рекурсия (вычисление J, J1 или K, K1 по асимптотическому ряду или K, K1 по методу М.-О.), то для улучшения результатов применялась обратная рекурсия.

Для этого необходимо было выбрать достаточно большой индекс  для начала обратной рекурсии и значения J, J1 (или K, K1) для него.



Начальные значения выбирались исходя из того, что соответствующая прямая рекурсия убывала, поэтому если для J (или K) при  принять минимальное абсолютное значение , то в том же масштабе значение функции J1= должно обращаться в нуль. Таким образом, при первом применении соотношения для обратной рекурсии второе слагаемое отсутствует и при дальнейшем рекурсивном процессе в силу его линейности все полученные результаты будут отличаться от истинных на один и тот же множитель. Этот множитель вычислялся сопоставлением запомненного значения из прямой рекурсии в самом начале ее убывания со значением, полученным для этого же индекса в обратной рекурсии.
Относительная погрешность применения обратной рекурсии определялась сравнением элемента прямой рекурсии после третьего убывания с соответствующим элементом обратной рекурсии.







Начальный индекс  для обратной рекурсии получался по формуле  где  есть заданный индекс,  - ближайшее целое к нему, а целое число  выбиралось так, чтобы его увеличение не изменяло полученных результатов. Оказалось, что достаточно положить  для функции J и  для функции K.



В качестве исходной относительной погрешности для функций J и I принималась величина , а для функций K и H величина . Такой выбор является избыточным, так как в случаях, когда рекурсии устойчивы и не пропадают знаки в двучленных формулах, невязки вронскианов и оценка устойчивости рекурсий имеют порядок не хуже, чем .
Далее, для каждой функции прослеживалась вся цепочка алгоритмов, по которым она вычислялась, причем использовались признаки и промежуточные оценки, выдаваемые каждой подпрограммой. Учитывались потеря знаков в двучленных формулах, невязка    вронскиана, оценка устойчивости рекурсии.


На каждом шаге выбиралась наихудшая из оценок для функций с индексами  и . Для функций Ханкеля первого и второго рода (H1 и H2) также за общую оценку выбиралась наихудшая из оценок для каждой из них. Поэтому можно считать, что истинная погрешность во всяком случае не больше, чем выдаваемая подпрограммой BESC.

Как уже говорилось в разделе 1, обычно выдаваемая относительная погрешность вычисления имеет порядок , но в некоторых случаях может оказаться и больше, особенно для функций J и I.
Автор благодарит Б.Б. Надеждина за предоставленную возможность работать над комплектом, за постоянное внимание и помощь, без чего работа не могла бы быть выполнена, а также М.Х. Зимнова за полезные обсуждения и советы.
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